
有關完全數的一些性質[註 1] 

列志佳 

摘要：筆者在「迷人的完全數」﹝註 2﹞一文中，簡述過一些有關完全數的性質，

現選取了若干與完全數相關的定理，並附以證明，供對數學有興趣的讀

者參考。 

 

定義 1：𝝈(𝒏) 指 𝒏 的所有正因數之和，即 𝝈(𝒏) = ∑ 𝒅𝒅|𝒏  ，𝒏 ∈ 𝑵。 

 

定義 2：完全數是一些特殊的自然數，它所有的正真因數（即除了自身以外的

正因數）的和，恰好等於它本身。若 𝒏 是完全數，即 𝝈(𝒏) = 𝟐𝒏 。 

 

例子： 

 

∵ 1, 2, 3, 6 是 6 的所有正因數 

而 𝜎(6) = 1 + 2 + 3 + 6 = 12 = 2 × 6 

∴ 6 是完全數。 

 

∵ 1, 2, 4, 7, 14, 28 是 28 的所有正因數 

而 𝜎(28) = 1 + 2 + 4 + 7 + 14 + 28 = 56 = 2 × 28 

∴ 28 是完全數。 

 

∵ 1, 2, 4, 8, 16, 31, 62, 124, 248, 496 是 496 的所有正因數 

而 𝜎(496) = 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 31 + 62 + 124 + 248 + 496 = 992 = 2 × 496 

∴ 496 是完全數。 

 

首五個完全數分別是 6, 28, 496, 8128 和 33550336。 
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性質 1：若 𝐠𝐜𝐝(𝒎, 𝒏) = 𝟏 ，則 𝝈(𝒎𝒏) = 𝝈(𝒎)𝝈(𝒏) 。 

 

證：設 𝑚 和 𝑛 的標準分解式分別為 

 

 𝑚 = 𝑝ଵ
௞భ𝑝ଶ

௞మ ⋯ 𝑝௜
௞೔ ，𝑛 = 𝑞ଵ

௟భ𝑞ଶ
௟మ ⋯ 𝑞௝

௟ೕ 

 

∵ gcd(𝑚, 𝑛) = 1 

 

∴ 𝑝௥ ≠ 𝑞௦       ∀ 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑖, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑗  ，𝑝௥ , 𝑞௦ 為素數 

 

𝑚𝑛 = 𝑝ଵ
௞భ𝑝ଶ

௞మ ⋯ 𝑝௜
௞೔𝑞ଵ

௟భ𝑞ଶ
௟మ ⋯ 𝑞௝

௟ೕ 

 

𝜎(𝑚𝑛) = (1 + 𝑝ଵ + 𝑝ଵ
ଶ + ⋯ + 𝑝ଵ

௞భ)(1 + 𝑝ଶ + 𝑝ଶ
ଶ + ⋯ + 𝑝ଶ

௞మ) × ⋯ × (1 + 𝑞௝ + 𝑞௝
ଶ + ⋯ + 𝑞௝

௟ೕ) 

 

𝜎(𝑚)𝜎(𝑛) = [(1 + 𝑝ଵ + 𝑝ଵ
ଶ + ⋯ + 𝑝ଵ

௞భ) × ⋯ × (1 + 𝑝௜ + 𝑝௜
ଶ + ⋯ + 𝑝௜

௞೔)] × 

                          ൣ(1 + 𝑞ଵ + 𝑞ଵ
ଶ + ⋯ + 𝑞ଵ

௟భ) × ⋯ × ൫1 + 𝑞௝ + 𝑞௝
ଶ + ⋯ + 𝑞௝

௟ೕ൯൧ = 𝜎(𝑚𝑛)      ∎      

 

 

定理 1：若 𝟐𝒏 − 𝟏 為素數，則 𝒏 亦是素數，𝒏 ∈ 𝑵。 

 

證：若 𝑛 不是素數，則 𝑛 = 𝑟𝑠，𝑟, 𝑠 ∈ 𝑁 ，𝑟, 𝑠 > 1 

 

2௡ − 1 = 2௥௦ − 1 = (2௥)௦ − 1 = (2௥ − 1)[(2௥)௦ିଵ + ⋯ + 2௥ + 1] 

 

∴ (2௥ − 1)|(2௡ − 1)     (→←) 

 

∴ 𝑛 是素數。      ∎ 
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定理 2：若 𝟐𝒏 − 𝟏 是素數，則 𝑵 = 𝟐𝒏ି𝟏(𝟐𝒏 − 𝟏) 是完全數。 

 

證：  ∵ 2௡ − 1 是素數 

 

∴ 𝑁 的素因數只有 2 和 2௡ − 1  

 

∵ gcd(2௡ିଵ,  2௡ − 1) = 1 

 

∴ 𝜎(𝑁) = 𝜎(2௡ିଵ(2௡ − 1)) 

             

                              = 𝜎(2௡ିଵ)𝜎(2௡ − 1)       (性質 1) 

 

            = (1 + 2 + ⋯ + 2௡ିଵ) × (1 + 2௡ − 1) 

 

            =
1 × (1 − 2௡)

1 − 2
× 2௡ 

 

            = (2௡ − 1) × 2௡ 

 

            = 2 × 2௡ିଵ × (2௡ − 1) 

 

            = 2𝑁 

 

∴ 𝑁 為完全數。    ∎ 
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定理 3：若 𝑵 是偶完全數，則 𝑵 必可表示為 𝟐𝒏ି𝟏(𝟐𝒏 − 𝟏) ，當中 𝟐𝒏 − 𝟏 

為素數。 

 

證：設 𝑁 = 2௡ିଵ𝑚 為一偶完全數， 𝑚 為奇數 

 

∵  gcd(2௡ିଵ, 𝑚) = 1 

∴  𝜎(𝑁) = 𝜎(2௡ିଵ𝑚) = 𝜎(2௡ିଵ)𝜎(𝑚)              (性質 1) 

                                             = (1 + 2 + ⋯ + 2௡ିଵ)𝜎(𝑚) 

                                             =
1 × (1 − 2௡)

1 − 2
𝜎(𝑚) = (2௡ − 1)𝜎(𝑚) 

 

∵  𝑁 為一偶完全數 

 

∴  𝜎(𝑁) = 2𝑁 = 2(2௡ିଵ𝑚) = 2௡𝑚 

 

∴  (2௡ − 1)𝜎(𝑚) = 2௡𝑚 

 

    𝜎(𝑚) =
ଶ೙௠

ଶ೙ିଵ
=

[(ଶ೙ିଵ)ାଵ]௠

ଶ೙ିଵ
= 𝑚 +

௠

ଶ೙ିଵ
 

 

∵  𝜎(𝑚) 和 𝑚 均為整數   ∴ 
௠

ଶ೙ିଵ
 亦是整數 

設  𝑑 =
௠

ଶ೙ିଵ
 ， 𝜎(𝑚) = 𝑚 +

௠

ଶ೙ିଵ
= 𝑚 + 𝑑 

 

若 𝑑 ≠ 1  ∵  2௡ − 1|𝑚     ∴   𝑑|𝑚 

 

∵ 𝜎(𝑚) 是 𝑚 所有正因數之和  ∴ 𝜎(𝑚) ≥ 𝑚 + 𝑑 + 1       (→←) 

 

∴ 𝑑 = 1，
௠

ଶ೙ିଵ
= 1 

 𝑚 = 2௡ − 1 

 

∵ 𝜎(𝑚) = 𝑚 + 1 

∴ 𝑚 為素數。     

 

∴ 𝑁 必可表示為 2௡ିଵ(2௡ − 1) ，當中 2௡ − 1 為素數。    ∎ 
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例子： 

 

6 為偶完全數，6 = 2ଶିଵ(2ଶ − 1)，當中 2ଶ − 1 = 3 為素數。 

 

28 為偶完全數，28 = 2ଷିଵ(2ଷ − 1)，當中 2ଷ − 1 = 7 為素數。 

 

496 為偶完全數，496 = 2ହିଵ(2ହ − 1)，當中 2ହ − 1 = 31 為素數。 

 

 

定理 4：若 𝑵 是完全數，則 ∑
𝟏

𝒅
= 𝟐𝒅|𝑵  ，反之亦然。 

 

證：(=>) ∵ 𝑑|𝑁 ⇔  
ே

ௗ
ቚ 𝑁     

 

∴ ∑ 𝑑 = ∑
ே

ௗௗ|ேௗ|ே = 𝑁 ∑
ଵ

ௗௗ|ே  

 

∵ 𝑁 是完全數 

 

∴ ∑ 𝑑 = 𝜎(𝑁) = 2𝑁ௗ|ே  

 

∴ 𝑁 ∑
ଵ

ௗௗ|ே = 2𝑁 

 

∴ ∑
ଵ

ௗ
= 2ௗ|ே       

 

(<=) ∵ ∑
ଵ

ௗ
= 2ௗ|ே  

 

∴ 
ఙ(ே)

ே
= 2 

 

∴ 𝜎(𝑁) = 2𝑁 

 

∴ 𝑁 是完全數     ∎ 
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例子： 

 

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

6
= 2 

 

1

1
+

1

2
+

1

4
+

1

7
+

1

14
+

1

28
= 2 

 

1

1
+

1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+

1

31
+

1

62
+

1

124
+

1

248
+

1

496
= 2 

 

 

定理 5：每個偶完全數都可以寫成連續自然數之和，即每個偶完全數均是三角形

數。 

 

證：根據定理 3，若 𝑁 是偶完全數，則 𝑁 = 2௡ିଵ(2௡ − 1) ，當中 2௡ − 1 為素

數。 

 

∴  𝑁 = 2௡ିଵ(2௡ − 1) 

 

                       =
1

2
× 2௡(2௡ − 1) 

 

                       = 1 + 2 + 3 + ⋯ + (2௡ − 1)     

 

∴  每個偶完全數均是三角形數。     ∎ 

 

例子： 

 

6 = 1 + 2 + 3 

 

28 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 

 

496 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + ⋯ + 31 
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定理 6：若 𝑵 = 𝟐𝒏ି𝟏(𝟐𝒏 − 𝟏) 為偶完全數 𝑵 ≠ 𝟔，則 𝑵 可以表示成連續奇立

方數之和：𝑵 = 𝟏𝟑 + 𝟑𝟑 + ⋯ + (𝟐 × 𝟐
𝒏ష𝟏

𝟐 − 𝟏)𝟑。 

 

證：∵ ∑ 𝑖ଷ =
௞మ(௞ାଵ)మ

ସ

௞
௜ୀଵ     （可用數學歸納法證明）  

∴  1ଷ + 3ଷ + ⋯ + (2 × 2
೙షభ

మ − 1)ଷ 

= 1ଷ + 3ଷ + ⋯ + (2𝑚 − 1)ଷ       (設 𝑚 = 2
೙షభ

మ  ) 

 

      = [1ଷ + 2ଷ + 3ଷ + ⋯ + (2𝑚 − 1)ଷ + (2𝑚)ଷ] − [2ଷ + 4ଷ + ⋯ + (2𝑚)ଷ]   

 

      =  
(ଶ௠)మ(ଶ௠ାଵ)మ

ସ
−  2ଷ(1ଷ + 2ଷ + ⋯ + 𝑚ଷ) 

              =
(2𝑚)ଶ(2𝑚 + 1)ଶ

4
− 8 ×

𝑚ଶ(𝑚 + 1)ଶ

4
 

 

              = 𝑚ଶ(2𝑚 + 1)ଶ − 2𝑚ଶ(𝑚 + 1)ଶ 
 

              = 𝑚ଶ(2𝑚ଶ − 1) 

              = (2
௡ିଵ

ଶ )ଶ ൤2 × (2
௡ିଵ

ଶ )ଶ − 1൨ 

              = 2௡ିଵ(2 × 2௡ିଵ − 1) 

              = 2௡ିଵ(2௡ − 1) 

 

∴ 若 𝑁 = 2௡ିଵ(2௡ − 1) 為偶完全數 𝑁 ≠ 6，則 

𝑁 = 1ଷ + 3ଷ + ⋯ + (2 × 2
೙షభ

మ − 1)ଷ             ∎ 

 

例子： 

 

28 = 1ଷ + 3ଷ 

 

496 = 1ଷ + 3ଷ + 5ଷ + 7ଷ 

 

8128 = 1ଷ + 3ଷ + 5ଷ + ⋯ + 15ଷ 
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定理 7：所有的偶完全數都可以表達為 𝟐 的一些連續正整數次冪之和，而項數為

素數。 

 

證：根據定理 3，若 𝑁 是偶完全數，則 𝑁 = 2௡ିଵ(2௡ − 1) ，當中 2௡ − 1 為素

數。 

 

∴  𝑁 = 2௡ିଵ(2௡ − 1) 

 

                       = 2௡ିଵ(1 + 2 + 2ଶ + ⋯ + 2௡ିଵ) 

 

                       = 2௡ିଵ + 2௡ + 2௡ାଵ + ⋯ + 2ଶ௡ିଶ 

 

∴ 所有的偶完全數都可以表達為 2 的一些連續正整數次冪之和，而項數為 𝑛 。 

 

根據定理 1，若 2௡ − 1 為素數，則 𝑛 亦為素數。 

 

∴ 2௡ିଵ + 2௡ + 2௡ାଵ + ⋯ + 2ଶ௡ିଶ 的項數為素數。    ∎ 

 

例子： 

 

6 = 2ଵ + 2ଶ 

項數是 2（素數）。 

 

28 = 2ଶ + 2ଷ + 2ସ 

項數是 3（素數）。 

 

496 = 2ସ + 2ହ + 2଺ + 2଻ + 2଼ 

項數是 5（素數）。 
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定理 8：如果 𝑵 是偶完全數，並將 𝑵 轉為二進制數，則該數有 𝟐𝒏 − 𝟏 個數

字，其中前 𝒏 個是 𝟏，最後 𝒏 − 𝟏 個是 𝟎。 

 

證：根據定理 7， 

 

𝑁 = 2௡ିଵ + 2௡ + 2௡ାଵ + ⋯ + 2ଶ௡ିଶ 

 

     = 0 × 2଴ + 0 × 2ଵ + ⋯ + 0 × 2௡ିଶ + 1 × 2௡ିଵ + 1 × 2௡ + ⋯ + 1 × 2ଶ௡ିଶ 

 

     = 111 ⋯ 1ᇣᇧᇤᇧᇥ
௡

000 ⋯ 0ଶᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௡ିଵ

          ∎ 

 

例子： 

 

6 = 110ଶ 

 

28 = 11100ଶ 

 

496 = 111110000ଶ 
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定理 9：偶完全數必以 𝟔 或 𝟖 結尾。 

 

證：設 𝑁 為偶完全數 

 

根據定理 3， 

𝑁 必可表示為 2௡ିଵ(2௡ − 1) ，當中 2௡ − 1 為素數。 

 

根據定理 1， 

∵ 2௡ − 1 為素數 

∴ 𝑛 亦為素數 

 

若 𝑛 = 2，則 𝑁 = 6 

 

若 𝑛 > 2 ，則 𝑛 = 4𝑚 + 1  或 𝑛 = 4𝑚 + 3 

 

情況一：若 𝑛 = 4𝑚 + 1 ， 則 𝑁 = 2ସ௠ାଵିଵ(2ସ௠ାଵ − 1) 

                                                                     = 2଼௠ାଵ − 2ସ௠ = 2 ∙ 16ଶ௠ − 16௠  

 

∵ 16௧ ≡ 6(𝑚𝑜𝑑 10)    （可用數學歸納法證明） 

 

∴ 𝑁 ≡ 2 × 6 − 6 ≡ 6(𝑚𝑜𝑑 10) 

 

情況二：若 𝑛 = 4𝑚 + 3 ， 則 𝑁 = 2ସ௠ାଷିଵ(2ସ௠ାଷ − 1) 

                                                                     = 2଼௠ାହ − 2ସ௠ାଶ = 2 ∙ 16ଶ௠ାଵ − 4 ∙ 16௠  

 

∵ 16௧ ≡ 6(𝑚𝑜𝑑 10)     

 

∴ 𝑁 ≡ 2 × 6 − 4 × 6 ≡ −12 ≡ 8(𝑚𝑜𝑑 10) 

 

∴ 偶完全數必以 6 或 8 結尾。    ∎ 

 

例子：首五個完全數分別為 6, 28, 496, 8128 和 33550336，全部均以 6 或 8 

結尾。 
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定理 10：若偶完全數以 𝟖 結尾，則是以 𝟐𝟖 結尾。 

 

證明：承接定理 9 之證明 

 

若 𝑛 = 4𝑚 + 3 ，則 2௡ିଵ = 2ସ௠ାଷିଵ = 2ସ௠ାଶ = 16௠ ∙ 4 ≡ 6 ∙ 4 ≡ 4 (𝑚𝑜𝑑 10) 

 

∵ 𝑛 > 2    ∴ 4|2௡ିଵ 

 

假設 2௡ିଵ = 100𝐴 + 10𝐵 + 𝐶 ，𝐴, 𝐵, 𝐶 為非負整數 ，  0 ≤ 𝐵, 𝐶 ≤ 9 ，  

 

∵ 4|100 

 

∴ 4 可整除 2௡ିଵ 的最後兩位數，故共有以下五種可能： 

 

2௡ିଵ ≡ 4, 24, 44, 64 或  84(𝑚𝑜𝑑 100) 

 

2௡ − 1 = 2 ∙ 2௡ିଵ − 1 ≡ 7, 47, 87, 27 或  67 (𝑚𝑜𝑑 100) 

 

𝑁 = 2௡ିଵ(2௡ − 1) ≡ 4 ∙ 7, 24 ∙ 47, 44 ∙ 87, 64 ∙ 27 或 84 ∙ 67 ≡ 28(𝑚𝑜𝑑 100) 

 

∴ 若偶完全數以 8 結尾，則是以 28 結尾。    ∎ 

 

例子： 

 

 28  和  8128 為以 8 結尾之偶完全數，兩個均以 28 結尾。 
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定理 11：除了 𝟔 以外的偶完全數，把它的各位數字相加，直到變成個位數，那

麼這個個位數一定是 𝟏 。 

 

證：設 𝑁 為偶完全數 

 

根據定理 3， 

 

𝑁 必可表示為 2௡ିଵ(2௡ − 1) ，當中 2௡ − 1 為素數。 

 

若 𝑛 = 3,   𝑁 = 28,   2 + 8 = 10,   1 + 0 = 1 

 

根據定理 1， 

 

∵ 2௡ − 1 為素數 

 

∴ 𝑛 亦為素數 

 

∴ 若 𝑛 > 3 ，則 𝑛 ≡ 1 或 2 (𝑚𝑜𝑑 3) 

 

情況一： 若 𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3)，設 𝑛 = 3𝑘 + 1 

 

∵ 𝑛 是奇數 ∴ 𝑘 是偶數， 設 𝑘 = 2𝑘ᇱ ， 𝑛 = 6𝑘ᇱ + 1 

 

𝑁 = 2଺௞ᇲାଵିଵ(2଺௞ᇲାଵ − 1) 

 

     = 2଺௞ᇲ
(2଺௞ᇲାଵ − 1) 

 

     = 64௞ᇲ
(2 ∙ 64௞ᇲ

− 1) 

 

     ≡ (1)(2 × 1 − 1) = 1(𝑚𝑜𝑑 9)  ∵ 64௧ ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 9)  (可用數學歸納法證明） 
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情況二： 若 𝑛 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3)，設 𝑛 = 3𝑘 + 2 

 

∵ 𝑛 是奇數 ∴ 𝑘 也是奇數， 設 𝑘 = 2𝑘ᇱ + 1 ， 𝑛 = 6𝑘ᇱ + 5 

 

𝑁 = 2଺௞ᇲାହିଵ൫2଺௞ᇲାହ − 1൯ 

 

= 2଺௞ᇲାସ൫2଺௞ᇲାହ − 1൯ 

 

= 16 × 64௞ᇲ
(32 ∙ 64௞ᇲ

− 1) 

 

≡ 16(1)(32 × 1 − 1) ≡ (−2)(−4 − 1)  ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 9)∵16 ≡ −2(𝑚𝑜𝑑 9), 32 ≡ −4(𝑚𝑜𝑑 9) 

 

∴ 𝑁 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 9) 

 

設 𝑁 = ∑ 𝑎௜10௜௥
௜ୀ଴  

 

則 𝑁 = ∑ 𝑎௜10௜௥
௜ୀ଴ ≡ ∑ 𝑎௜ × 1௜ = ∑ 𝑎௜(𝑚𝑜𝑑 9)௥

௜ୀ଴
௥
௜ୀ଴ ，而 𝑁 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 9) 

 

∴ 除了 6 以外的偶完全數，把它的各位數字相加，直到變成個位數，那麼這個 

個位數一定是 1 。     ∎ 

 

例子： 

 

28 →  2 + 8 = 10 → 1 + 0 = 1 

 

496 → 4 + 9 + 6 = 19 → 1 + 9 = 10 → 1 + 0 = 1 

 

8128 → 8 + 1 + 2 + 8 = 19 → 1 + 9 = 10 → 1 + 0 = 1 
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定理 12： 一個完全數的真因數必不是完全數。 

 

證：設 𝑁 為完全數 

 

根據定理 4，∑
ଵ

ௗ
= 2ௗ|ே  

 

假設 𝑑′ 為 𝑁 的真因數，而 𝑑′ 是完全數，則 𝑑′|𝑁 ， 𝑑′ ≠ 𝑁 

 

再根據定理 4，∑
ଵ

ௗ"
= 2ௗ"|ௗᇱ  

 

∵  𝑑"|𝑑ᇱ ， 𝑑′|𝑁 

 

∴  𝑑"|𝑁 

 

∴ ∑
ଵ

ௗ"ௗ"|ௗᇱ < ∑
ଵ

ௗௗ|ே     (𝑑′ < 𝑁) 

 

∴ 2 < 2    (→←) 

 

∴ 一個完全數的真因數必不是完全數。    ∎ 

 

例子： 

 

 6 是完全數，1, 2, 3 是 6 的真因數，1, 2, 3 必不是完全數。 

 

另一方面，6𝑘 也不是完全數，𝑘 為正整數，𝑘 > 1。 

 

因若存在 𝑘ᇱ，令 6𝑘ᇱ 為完全數，則根據本定理， 6𝑘ᇱ的真因數 6 必不是完全

數。(→←) 

 

∴ 對於任何正整數 𝑘，𝑘 > 1 ，6𝑘 也不是完全數。 
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定理 13： ∀𝒌 ∈ 𝑵， 若 𝒑 是奇素數，𝒑𝒌 必不會是完全數。 

 

證：
ఙ(௣ೖ)

௣ೖ
=

ଵା௣ା⋯ା௣ೖ

௣ೖ
= 1 +

ଵ

௣
+ ⋯ +

ଵ

௣ೖ
< ∑

ଵ

௣೔
ஶ
௜ୀ଴ =

ଵ

ଵି
భ

೛

 ≤
ଵ

ଵି
భ

య

=
ଷ

ଶ
 

∵ 𝜎(𝑝௞) ≤
ଷ

ଶ
𝑝௞ 

∴ 𝜎(𝑝௞) ≠ 2𝑝௞ 

 

∴ 𝑝௞ 不是完全數。     ∎ 

 

 

定理 14：若 𝒑, 𝒒 為奇素數，𝒌, 𝒍 ∈ 𝑵，則 𝒑𝒌𝒒𝒍 必不會是完全數。 

 

證：若 𝑝 = 𝑞 ，則 𝑝௞𝑞௟ = 𝑝௞ା௟ 

 

根據定理 13，𝑝௞ା௟ 必不會是完全數。 

 

若 𝑝 ≠ 𝑞，則 
ఙ൫௣ೖ௤೗൯

௣ೖ௤೗
=

ఙ൫௣ೖ൯ఙ൫௤೗൯

௣ೖ௤೗
        ∵  gcd(𝑝௞, 𝑞௟) = 1 ，並根據性質 1 

                         = (1 +
1

𝑝
+

1

𝑝ଶ
+ ⋯ +

1

𝑝௞
) × (1 +

1

𝑞
+

1

𝑞ଶ
+ ⋯ +

1

𝑞௟
) 

                                           ≤ (෍
1

𝑝௜

ஶ

௜ୀ଴

) × (෍
1

𝑞௝

ஶ

௝ୀ଴

) 

                                           =
1

1 −
1
𝑝

×
1

1 −
1
𝑞

 

                                           ≤
1

1 −
1
3

×
1

1 −
1
5

 

                                           =
15

8
< 2 

 

∴ 𝜎(𝑝௞𝑞௟) ≠ 2𝑝௞𝑞௟ 

 

∴ 𝑝௞𝑞௟ 必不會是完全數。    ∎ 
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定理 15：若 𝑵 = 𝒑𝟏𝒑𝟐 ⋯ 𝒑𝒌，𝒑𝒊 為相異奇素數， 𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒌，則 𝑵 必不是 

完全數。 

 

證：∀   1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑘, 𝑝௜ ≠ 𝑝௝ 

 

          𝜎(𝑁) = 𝜎(𝑝ଵ𝑝ଶ ⋯ 𝑝௞) 

                     = 𝜎(𝑝ଵ)𝜎(𝑝ଶ) ⋯ 𝜎(𝑝௞)      ∵ gcd൫𝑝௜ , 𝑝௝൯ = 1, 𝑖 ≠ 𝑗，並根據性質 1 

                     = (1 + 𝑝ଵ)(1 + 𝑝ଶ) ⋯ (1 + 𝑝௞) 

 

若 𝑁 為完全數，則 𝜎(𝑁) = 2𝑁 = 2𝑝ଵ𝑝ଶ ⋯ 𝑝௞ 

 

∴ (1 + 𝑝ଵ)(1 + 𝑝ଶ) ⋯ (1 + 𝑝௞) = 2𝑝ଵ𝑝ଶ ⋯ 𝑝௞ 

 

∵ 𝑝௜ 為奇數 

 

∴ 1 + 𝑝௜ 為偶數 

 

設 2𝑞௜ = 1 + 𝑝௜ 

 

(2𝑞ଵ)(2𝑞ଶ) ⋯ (2𝑞௞) = 2𝑝ଵ𝑝ଶ ⋯ 𝑝௞ 

 

                     2௞ ෑ 𝑞௜ = 2𝑝ଵ𝑝ଶ ⋯ 𝑝௞

௞

௜ୀଵ

 

 

∴ 𝑘 = 1 

 

∴ 𝜎(𝑁) = 𝜎(𝑝ଵ) = 1 + 𝑝ଵ ≠ 2𝑝ଵ   ， 𝑝ଵ ≥ 3 

 

∴ 𝜎(𝑁) ≠ 2𝑁 

 

∴ 若 𝑁 = 𝑝ଵ𝑝ଶ ⋯ 𝑝௞，𝑝௜  為相異奇素數， 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘，則 𝑁 必不是完全數。                 

∎ 
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定理 16：完全平方數必不是完全數。 

 

證： 

 

情況一： 𝑁 是偶數 

 

假設 𝑁 是完全數，根據定理 3， 

          

         𝑁 = 2௡ିଵ(2௡ − 1) ，當中 2௡ − 1 為素數。 

 

∴ 𝑁 不是完全平方數。 

 

情況二： 𝑁 為奇數 

 

假設 𝑁 是完全平方數， 

 

設 𝑁 的標準分解式為 𝑁 = 𝑝ଵ
ଶ௞భ𝑝ଶ

ଶ௞మ ⋯ 𝑝௟
ଶ௞೗  ， ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙 ，𝑝௜ 為奇素數 

 

若 𝑁 為完全數，則𝜎(𝑁) = 2𝑁 

 

𝜎(𝑝ଵ
ଶ௞భ𝑝ଶ

ଶ௞మ ⋯ 𝑝௟
ଶ௞೗) = 2𝑁 

 

𝜎(𝑝ଵ
ଶ௞భ)𝜎(𝑝ଶ

ଶ௞మ) ⋯ 𝜎(𝑝௟
ଶ௞೗) = 2𝑁  ∵ gcd൫𝑝௜

ଶ௞೔ , 𝑝௝
ଶ௞ೕ൯ = 1, 𝑖 ≠ 𝑗，並根據性質 1 

 

(1 + 𝑝ଵ + ⋯ + 𝑝ଵ
ଶ௞భ)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

ଶ௞భାଵ 項

(1 + 𝑝ଶ + ⋯ + 𝑝ଶ
ଶ௞మ)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

ଶ௞మାଵ 項

⋯ (1 + 𝑝௟ + ⋯ + 𝑝௟
ଶ௞೗)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

ଶ௞೗ାଵ 項

= 2𝑁 

 

上式左方為一奇數，右方為一偶數      (→←) 

 

∴ 𝑁 不是完全數。 

 

∴ 完全平方數必不是完全數。    ∎ 
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定理 17：完全數的正因數個數必為偶數。 

 

證：設 𝑁 為完全數，而 𝑁 的標準分解式為 𝑝ଵ
௟భ𝑝ଶ

௟మ ⋯ 𝑝௞
௟ೖ 

 

∵  𝑁 的正因數個數 

      = (1 + 𝑝ଵ + ⋯ + 𝑝ଵ
௟భ)(1 + 𝑝ଶ + ⋯ + 𝑝ଶ

௟మ) ⋯ (1 + 𝑝௞ + ⋯ + 𝑝௞
௟ೖ) 的項數 

 

∴ 𝑁 的正因數個數 = (𝑙ଵ + 1)(𝑙ଶ + 1) ⋯ (𝑙௞ + 1) 

 

根據定理 16，𝑁 必不是完全平方數 

 

∴ ∃ 𝑖,   1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘,     𝑙௜ 為奇數 

 

∴ 𝑙௜ + 1 為偶數 

 

∴ (𝑙ଵ + 1)(𝑙ଶ + 1) ⋯ (𝑙௞ + 1) 為偶數 

 

∴ 完全數的正因數個數必為偶數。    ∎ 

 

例子： 

 

6 為完全數，6 的正因數為 1, 2, 3, 6 ，正因數個數為 4  (偶數)。 

 

28 為完全數，28 的正因數為1, 2, 4, 7, 14, 28，正因數個數為 6 (偶數)。 

 

496 為完全數，496 的正因數為1, 2, 4, 8, 16, 31, 62, 124, 248, 496， 

 

正因數個數為 10 (偶數)。 
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定理 18：若 𝑵 為偶完全數，根據定理 3，𝑵 = 𝟐𝒌ି𝟏(𝟐𝒌 − 𝟏)，當中 𝟐𝒌 − 𝟏 為

素數，則 𝑵 的所有正因數之積為 𝑵𝒌。 

 

證：∵ 𝑁 為偶完全數 

∴ 根據定理 3， 𝑁 = 2௞ିଵ(2௞ − 1)，當中 2௞ − 1 為素數。 

 

設 𝑝 = 2௞ − 1 

 

𝑁 的所有正因數為 1, 𝑝, 2, ⋯ , 2௞ିଵ, 2𝑝, ⋯ , 2௞ିଵ𝑝 

 

𝑁 的所有正因數之積 

 

= 1 × 𝑝 × 2 × 2ଶ × ⋯ × 2௞ିଵ × 2𝑝 × 2ଶ𝑝 × ⋯ × 2௞ିଵ𝑝 

 

= 𝑝ଵା௞ିଵ × 2ଵାଶା⋯ା௞ିଵାଵାଶା⋯ା௞ିଵ 

 

= 𝑝௞ × 2
(ଵା௞ିଵ)(௞ିଵ)

ଶ
×ଶ 

 

= 𝑝௞ × 2௞(௞ିଵ) 

 

= (2௞ିଵ𝑝)௞ 

 

= [2௞ିଵ(2௞ − 1)]௞ 

 

= 𝑁௞ 

 

∴ 𝑁 的所有正因數之積為 𝑁௞，即 ∏ 𝑑 = 𝑁௞
ௗ|ே       ∎ 

 

例子： 

 

6 = 2ଶିଵ(2ଶ − 1)，∑ 𝑑 = 2 × 6ௗ|଺ ，∏ 𝑑 = 6ଶ
ௗ|଺   

28 = 2ଷିଵ(2ଷ − 1)，∑ 𝑑 = 2 × 28ௗ|ଶ଼ ，∏ 𝑑 = 28ଷ
ௗ|ଶ଼   

496 = 2ହିଵ(2ହ − 1)，∑ 𝑑 = 2 × 496ௗ|ସଽ଺ ，∏ 𝑑 = 496ହ
ௗ|ସଽ଺  

 

一般地，對於偶完全數 𝑁 = 2௞ିଵ(2௞ − 1) ，𝜎(𝑁) = ∑ 𝑑 = 2𝑁ௗ|ே ，∏ 𝑑 = 𝑁௞
ௗ|ே  。 
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註釋： 

 

註 1：本文參考資料包括： 

 

John Voight, Perfect Numbers: An Elementary Introduction  

(https://math.dartmouth.edu/~jvoight/notes/perfelem.pdf) 

David M. Burton, Elementary Number Theory, pp. 219-225, McGraw-Hill, New York, 2007. 

李學數（1979）。《數學和數學家的故事》（第二集），頁 161-175。香港：廣角鏡出版社有限公司。 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%AE%8C%E5%85%A8%E6%95%B0 

https://web.math.sinica.edu.tw/math_media/d213/21302.pdf 

及筆者早年所摘錄之資料，惜當時並沒有記下相關的出處，請讀者見諒。 

 

註 2：原文可參考以下網址：http://kyyeung.synology.me/Sharing/lit-21/perfect-number.htm 

 

附錄： 

 

現一併列出本文所涉及的數學定義、性質和定理，以便讀者研習。 

 

定義 1：𝜎(𝑛) 指 𝑛 的所有正因數之和，即 𝜎(𝑛) = ∑ 𝑑ௗ|௡  ，𝑛 ∈ 𝑁。 

 

定義 2：完全數是一些特殊的自然數，它所有的正真因數（即除了自身以外的

正因數）的和，恰好等於它本身。若 𝑛 是完全數，即 𝜎(𝑛) = 2𝑛 。 

 

性質 1：若 gcd(𝑚, 𝑛) = 1 ，則 𝜎(𝑚𝑛) = 𝜎(𝑚)𝜎(𝑛) 。 

 

定理 1：若 2௡ − 1 為素數，則 𝑛 亦是素數，𝑛 ∈ 𝑁。 

 

定理 2：若 2௡ − 1 是素數，則 𝑁 = 2௡ିଵ(2௡ − 1) 是完全數。 

 

定理 3：若 𝑁 是偶完全數，則 𝑁 必可表示為 2௡ିଵ(2௡ − 1) ，當中 2௡ − 1 

為素數。 

 

定理 4：若 𝑁 是完全數，則 ∑
ଵ

ௗ
= 2ௗ|ே  ，反之亦然。 

 

定理 5：每個偶完全數都可以寫成連續自然數之和，即每個偶完全數均是三角形

數。 
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定理 6：若 𝑁 = 2௡ିଵ(2௡ − 1) 為偶完全數 𝑁 ≠ 6，則 𝑁 可以表示成連續奇立

方數之和：𝑁 = 1ଷ + 3ଷ + ⋯ + (2 × 2
೙షభ

మ − 1)ଷ。 

 

定理 7：所有的偶完全數都可以表達為 2 的一些連續正整數次冪之和，而項數為

素數。 

 

定理 8：如果 𝑁 是偶完全數，並將 𝑁 轉為二進制數，則該數有 2𝑛 − 1 個數字，

其中前 𝑛 個是 1，最後 𝑛 − 1 個是 0。 

 

定理 9：偶完全數必以 6 或 8 結尾。 

 

定理 10：若偶完全數以 8 結尾，則是以 28 結尾。 

 

定理 11：除了 6 以外的偶完全數，把它的各位數字相加，直到變成個位數，那

麼這個個位數一定是 1 。 

 

定理 12： 一個完全數的真因數必不是完全數。 

 

定理 13： ∀𝑘 ∈ 𝑁， 若 𝑝 是奇素數，𝑝௞ 必不會是完全數。 

 

定理 14：若 𝑝, 𝑞 為奇素數，𝑘, 𝑙 ∈ 𝑁，則 𝑝௞𝑞௟ 必不會是完全數。 

 

定理 15：若 𝑁 = 𝑝ଵ𝑝ଶ ⋯ 𝑝௞，𝑝௜ 為相異奇素數， 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘，則 𝑁 必不是 

完全數。 

 

定理 16：完全平方數必不是完全數。 

 

定理 17：完全數的正因數個數必為偶數。 

 

定理 18：若 𝑁 為偶完全數，根據定理 3，𝑁 = 2௞ିଵ(2௞ − 1)，當中 2௞ − 1 為

素數，則 𝑁 的所有正因數之積為 𝑁௞。 
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