
我所喜愛的一些整數性質﹝註﹞ 

列志佳 

本人在閱讀數學書時，若偶然讀到一些自己很喜歡的定理或證明，一般會將

之抄錄下來，好讓他日重溫，再次細味。以下十項均與整數性質有關，非常漂亮、

迷人，證明也甚為簡潔，願與對數學有興趣的讀者分享！ 

 

1. 奇數一定能表為兩平方數之差。 

 
證：2𝑛 + 1 = (𝑛 + 1)ଶ − 𝑛ଶ  , ∀𝑛 ∈ 𝑍     ∎  

 
 
2. 首 𝒏 個正奇數之和為 𝒏 的平方。 

 

證：1 + 3 + 5 + ⋯ + (2𝑛 − 1) =
௡

ଶ
(1 + 2𝑛 − 1) =

௡

ଶ
(2𝑛) = 𝑛ଶ ,   ∀ 𝑛 ∈ 𝑁。  ∎ 

 
 

3.                                𝟏 = 𝟏𝟐 
𝟐 + 𝟑 + 𝟒 = 𝟑𝟐 

𝟑 + 𝟒 + 𝟓 + 𝟔 + 𝟕 = 𝟓𝟐 
𝟒 + 𝟓 + 𝟔 + 𝟕 + 𝟖 + 𝟗 + 𝟏𝟎 = 𝟕𝟐 

⋮ 
𝒏 + (𝒏 + 𝟏) + (𝒏 + 𝟐) + ⋯ + (𝟑𝒏 − 𝟐) = (𝟐𝒏 − 𝟏)𝟐     ∀𝒏 ∈ 𝑵 

 
證：𝑛 + (𝑛 + 1) + (𝑛 + 2) + ⋯ + (3𝑛 − 2) 

          

         =
(2𝑛 − 1)[𝑛 + (3𝑛 − 2)]

2
 

          
         = (2𝑛 − 1)ଶ , ∀𝑛 ∈ 𝑁        ∎ 
 
 
 
 
 



4. 首 𝒏 個正奇數之立方和為三角形數。 

 

證： ∵ ∑ 𝑖ଷ =
௞మ(௞ାଵ)మ

ସ

௞
௜ୀଵ  （可用數學歸納法證明）  

 

∴ ∀𝑛 ∈ 𝑁  

 

 1ଷ + 3ଷ + ⋯ + (2𝑛 − 1)ଷ 

 

   = [1ଷ + 2ଷ + 3ଷ + ⋯ + (2𝑛 − 1)ଷ + (2𝑛)ଷ] − [2ଷ + 4ଷ + ⋯ + (2𝑛)ଷ]   

 

      =  
(ଶ௡)మ(ଶ௡ାଵ)మ

ସ
−  2ଷ(1ଷ + 2ଷ + ⋯ + 𝑛ଷ) =

(ଶ௡)మ(ଶ௡ାଵ)మ

ସ
− 8 ×

௡మ(௡ାଵ)మ

ସ
 

 

              = 𝑛ଶ(2𝑛 + 1)ଶ − 2𝑛ଶ(𝑛 + 1)ଶ 
 

              = 𝑛ଶ(2𝑛ଶ − 1) 
 

              =
1

2
(2𝑛ଶ − 1)(2𝑛ଶ − 1 + 1) 

 

              =
1

2
𝑁(𝑁 + 1)            (設 𝑁 = 2𝑛ଶ − 1) 

 
∴ 1ଷ + 3ଷ + ⋯ + (2𝑛 − 1)ଷ 是三角形數     ∎ 

 
 

5.  𝟏𝟑 + 𝟐𝟑 + 𝟑𝟑 + ⋯ + 𝒏𝟑 = (𝟏 + 𝟐 + 𝟑 + ⋯ + 𝒏)𝟐,   ∀𝒏 ∈ 𝑵 
 
證：1ଷ + 2ଷ + 3ଷ + ⋯ + 𝑛ଷ 

          

         =
𝑛ଶ(𝑛 + 1)ଶ
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         = ቈ
𝑛(𝑛 + 1)

2
቉

ଶ

 

         
         = (1 + 2 + 3 + ⋯ + 𝑛)ଶ     , ∀𝑛 ∈ 𝑁    ∎ 



6. 任意四個連續整數的乘積加 1 必定是一個平方數。 

 
證：設四個連續整數為 𝑛 − 1, 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2 ， 𝑛 ∈ 𝑍 

 

         (𝑛 − 1)𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 + 2) + 1 
 

        = 𝑛(𝑛ଶ − 1)(𝑛 + 2) + 1 
        

        = 𝑛ସ + 2𝑛ଷ − 𝑛ଶ − 2𝑛 + 1 
 

        = (𝑛ଶ + 𝑛 − 1)ଶ         ∎            
 
 
7. 對於任意正整數  𝒏 和 𝒌 (𝒌 > 𝟏) ， 𝒏𝒌 必是 𝒏 個連續奇數之和。 
 
證：設 𝑎 和 𝑏 為兩個奇偶性相同的正整數 

 
若 𝑎 和 𝑏 同偶， 

 

    𝑎𝑏 = (𝑎 − 1) + (𝑎 + 1) + (𝑎 − 3) + (𝑎 + 3) + ⋯ + (𝑎 − 𝑏 + 1) + (𝑎 + 𝑏 − 1) 
 

若 𝑎 和 𝑏 同奇， 

 

        𝑎𝑏 = 𝑎 + (𝑎 − 2) + (𝑎 + 2) + ⋯ + (𝑎 − 𝑏 + 1) + (𝑎 + 𝑏 − 1) 
 

∴ 𝑎𝑏 是 𝑏 個連續奇數之和。 

 
∵ 𝑘 − 1 > 0 

 

∴ 𝑛௞ିଵ 與 𝑛 為兩個奇偶性相同的正整數 

 

∴ 𝑛௞ =  𝑛௞ିଵ．𝑛 是 𝑛 個連續奇數之和     ∎ 

 
 
 
 
 
 



8. 對於任意的正整數 𝑲，必有 𝑲 個連續正整數都是合數。  
 
證：∀𝐾 ∈ 𝑁, 考慮下列 𝐾 個連續正整數： 

 

        (𝐾 + 1)! + 2, (𝐾 + 1)! + 3, … , (𝐾 + 1)! + 𝐾 + 1 
 

∵ ∀ 𝑛,    2 ≤ 𝑛 ≤ 𝐾 + 1,  

 

        (𝐾 + 1)! + 𝑛 = 𝑛 ቂ
(௄ାଵ)!

௡
+ 1ቃ ，而 

(௄ାଵ)!

௡
+ 1 為一整數 

 

∴ (𝐾 + 1)! + 𝑛 為一合數     ∎ 

 

 

9. 任意給定正整數 𝒎 ，一定有 𝒎 的某一個整倍數，它完全由 𝟎 和 𝟏 兩個

數字所組成。 

 
證： 考慮正整數列 1, 11,111, ⋯ , 111 ⋯ 1ᇣᇧᇤᇧᇥ

௠ାଵ 個

 

 
根據鴿巢原理，其中一定至少有兩個數，例如說 𝑎, 𝑏, 𝑎 < 𝑏 

 

              𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚) 
 
              𝑏 − 𝑎 是 𝑚 的一個整倍數，而 𝑏 − 𝑎 具有下列形式： 

 

              11 ⋯ 100 ⋯ 0     ∎ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



10.  形如 𝟒𝒏 − 𝟏 的數中必有無限多個素數，𝒏 ∈ 𝑵。 

 
證： ∵ (4𝑛ଵ + 1)(4𝑛ଶ + 1) = 4(4𝑛ଵ𝑛ଶ + 𝑛ଵ + 𝑛ଶ) + 1  

仍是形如 4𝑛 + 1 的數， 𝑛ଵ, 𝑛ଶ ∈ 𝑁 

 
     ∴ 把形如 4𝑛 − 1 的數分解成素因數的乘積時，這些素因數不可能都是

形如 4𝑛 + 1 的數，而必然有形如 4𝑛 − 1 的數。 

 
假設形如 4𝑛 − 1 的數中只包括 𝑘 個素數：𝑝ଵ, 𝑝ଶ, ⋯ , 𝑝௞ 

 
令 𝑎 = 4(𝑝ଵ𝑝ଶ ⋯ 𝑝௞) − 1 

 
𝑝ଵ, 𝑝ଶ, ⋯ , 𝑝௞ 都不是 𝑎 的素因數 

 
假如 𝑎 是素數，𝑎 本身形如 4𝑛 − 1 的數，𝑎 ≠ 𝑝௜  𝑖 = 1, ⋯ , 𝑘   (→←) 

 
假如 𝑎 不是素數，則 𝑎 必含有形如 4𝑛 − 1 的素因數 

 
而 𝑝ଵ, 𝑝ଶ, ⋯ 𝑝௞ 都不是 𝑎 的素因數 

 
∴ 除 𝑝ଵ, 𝑝ଶ, ⋯ , 𝑝௞ 外還有形如 4𝑛 − 1 的素數存在   (→←) 
 

∴ 有無限多個形如 4𝑛 − 1 的素數。    ∎ 
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